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Аннотация: Численные методы - достаточно большой раздел высшей 
математики. Для решения некоторых задач по численным методам, и одной из 
распространенных задач является - приближенное вычисление определенных 
интегралов. В этой статье рассмотрено два метода приближенного вычисления 
определенного интеграла - метод трапеций и метод Симпсона. 
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Abstract: Numerical methods are a fairly large section of higher mathematics. 
To solve some problems by numerical methods, and one of the common problems is 
the approximate calculation of certain integrals. This article discusses two methods 
for the approximate calculation of a definite integral - the trapezium method and the 
Simpson method. 
Keywords: How to calculate a definite integral using the trapezoidal formula 
and the Simpson method 
 
Вычислить определённый интеграл: 
. 
Изобразим на чертеже график подынтегральной функции : 
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Подынтегральная функция непрерывна на отрезке  и определенный 
интеграл  численно равен заштрихованной площади. Да вот только одна 
загвоздка - интеграл не берётся. И в подобных случаях на помощь как раз 
приходят численные методы. При этом задача встречается в двух 
формулировках: 
1) Вычислить определенный интеграл приближенно, округляя результат до 
определённого знака после запятой. Например, до двух знаков после запятой, 
до трёх знаков после запятой и т.д. Предположим, получился приближенный 
ответ 5,347. На самом деле он может быть не совсем верным (в 
действительности, скажем, более точный ответ 5,343). Наша задача состоит 
лишь в том, чтобы округлить результат до трёх знаков после запятой. 
2) Вычислить определенный интеграл приближенно, с определённой 
точностью. Например, вычислить определённый интеграл приближенно с 
точностью до 0,001. Что это значит? Это значит, мы должны отыскать такое 
приближенное значение, которое по модулю (в ту или другую сторону) 
отличается от истины не более чем на 0,001. 
Существуют несколько основных методов приближенного вычисления 
определенного интеграла, который встречается в задачах: 
Метод прямоугольников. Отрезок интегрирования разбивается на 
несколько частей и строится ступенчатая фигура, которая по площади близка к 
искомой площади: 
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В данном примере проведено разбиение отрезка интегрирования  на 
три отрезка: 
. Очевидно, что чем чаще разбиение (больше более мелких 
промежуточных отрезков), тем выше точность. «Ступенчатое» приближение 
является самым простым, и, видимо, поэтому довольно редко встречается в 
практических задачах.  
Метод трапеций. Идея аналогична. Отрезок интегрирования разбивается на 
несколько промежуточных отрезков, и график подынтегральной функции 
приближается ломаной линией: 
 
Таким образом, наша площадь (синяя штриховка) приближается суммой 
площадей трапеций (красный цвет). Отсюда и название метода. Легко заметить, 
что метод трапеций даёт значительно лучшее приближение, чем метод 
прямоугольников (при одинаковом количестве отрезков разбиения). И, 
естественно, чем больше более мелких промежуточных отрезков мы 
рассмотрим, тем будет выше точность. Метод трапеций время от времени 
встречается в практических заданиях, и в данной статье будет разобрано 
несколько примеров. 
Метод Симпсона (метод парабол). Это более совершенный способ - график 
подынтегральной функции приближается не ломаной линией, а маленькими 
параболками. Сколько промежуточных отрезков - столько и маленьких 
парабол. Если взять те же три отрезка, то метод Симпсона даст ещё более 
точное приближение, чем метод прямоугольников или метод трапеций. 
Чертеж строить не вижу смысла, поскольку визуально приближение будет 
накладываться на график функции  (ломаная линия предыдущего 
пункта - и то практически совпала). 
Задача на вычисление определенного интеграла по формуле Симпсона - 
самая популярное задание на практике. И методу парабол будет уделено 
значительное внимание. 
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Как вычислить определенный интеграл методом трапеций? 
Сначала формула в общем виде. Возможно, она будет не всем и не сразу 
понятна… да Карлссон с вами - практические примеры всё прояснят! 
Спокойствие. Только спокойствие. 
Рассмотрим определенный интеграл , где  - функция, 
непрерывная на отрезке .  Проведём разбиение отрезка  на  равных 
отрезков: 
. При этом, очевидно:  (нижний предел 
интегрирования) и  (верхний предел интегрирования). Точки 
 также называют узлами. 
Тогда определенный интеграл можно вычислить приближенно по формуле 
трапеций: 
, где: 
 - длина каждого из маленьких отрезков или шаг; 
 - значения подынтегральной функции в точках . 
Пример 1 
Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле трапеций. 
Результаты округлить до трёх знаков после запятой. 
 
а) Разбив отрезок интегрирования на 3 части. 
б) Разбив отрезок интегрирования на 5 частей. 
Решение: 
а) Специально для чайников я привязал первый пункт к чертежу, который 
наглядно демонстрировал принцип метода. Если будет трудно, посматривайте 
на чертёж по ходу комментариев, вот его кусок: 
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По условию отрезок интегрирования нужно разделить на 3 части, то есть 
. 
Вычислим длину каждого отрезка разбиения: . Параметр 
, напоминаю, также называют шагом. 
Сколько будет точек  (узлов разбиения)? Их будет на одну больше, чем 
количество отрезков: 
 
Ну а общая формула трапеций сокращается до приятных размеров: 
 
Для расчетов можно использовать обычный микрокалькулятор: 
 
Обратите внимание, что, в соответствии с условием задачи, все 
вычисления следует округлять до 3-го знака после запятой. 
Окончательно: 
 
С геометрической точки зрения мы вычислили сумму площадей трёх 
трапеций (см. рис. выше). 
б) Разобьём отрезок интегрирования на 5 равных частей, то есть . 
Зачем это нужно? Чтобы Фобос-Грунт не падал в океан - увеличивая 
количество отрезков, мы увеличиваем точность вычислений. 
Если , то формула трапеций принимает следующий вид: 
 
Найдем шаг разбиения: 
, то есть, длина каждого промежуточного отрезка 
равна 0,6. 
При чистовом оформлении задачи все вычисления удобно оформлять 
расчетной таблицей: 
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В первой строке записываем «счётчик». 
Как формируется вторая строка, думаю, всем видно - сначала записываем 
нижний предел интегрирования , остальные значения получаем, 
последовательно приплюсовывая шаг . 
По какому принципу заполняется нижняя строка, тоже, думаю, 
практически все поняли. Например, если , то . Что 
называется, считай, не ленись. 
В результате: 
 
Ну что же, уточнение, и серьёзное, действительно есть! Если для 3 
отрезков разбиения приближённое значение составило , то для 5 
отрезков . Таким образом, с большой долей уверенности можно 
утверждать, что, по крайне мере . 
Пример 2 
Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле трапеций с 
точностью до двух знаков после запятой (до 0,01). 
 
Решение: Почти та же задача, но немного в другой формулировке. 
Принципиальное отличие от Примера 1 состоит в том, что мы не знаем, на 
сколько отрезков разбивать отрезок интегрирования, чтобы получить два 
верных знака после запятой. Иными словами, мы не знаем значение . 
Существует специальная формула, позволяющая определить количество 
отрезков разбиения, чтобы гарантированно достигнуть требуемой точности, но 
практике она часто трудноприменима. Поэтому выгодно использовать 
упрощенный подход. 
Сначала отрезок интегрирования разбивается на несколько больших 
отрезков, как правило, на 2-3-4-5. Разобьем отрезок интегрирования, например, 
на те же 5 частей. Формула уже знакома: 
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И шаг, естественно, тоже известен:  
Но возникает еще один вопрос, до какого разряда округлять результаты 
? В условии же ничего не сказано о том, сколько оставлять знаков после 
запятой. Общая рекомендация такова: к требуемой точности нужно прибавить 
2-3 разряда. В данном случае необходимая точность 0,01. Согласно 





обозначим приближение через . 
После первичного результата количество отрезков удваивают. В данном 
случае необходимо провести разбиение на 10 отрезков.  
Для  формула трапеций приобретает следующий вид: 
 
В бумажной версии запись можно спокойно перенести на следующую 
строчку. 
Вычислим шаг разбиения:  
Результаты расчётов сведём в таблицу: 
 
При чистовом оформлении в тетрадь длинную таблицу выгодно 
превратить в двухэтажную. 
В результате: 
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Теперь вычислим расхождение между приближениями: 
 
Здесь используем знак модуля, поскольку нас интересует абсолютная 
разность, а не какой результат больше, а какой - меньше. 
Что касается дальнейших действий, то лично мне на практике встречалось 
2 пути решения: 
1) Первый способ - это «сравнение в лоб». Поскольку полученная оценка 
погрешности больше, чем требуемая точность: , то необходимо ещё 
раз удвоить количество отрезков разбиения до  и вычислить уже . С 
помощью экселевского калькулятора готовый результат можно получить в 
считанные секунды: . Теперь снова оцениваем погрешность: 
. Полученная оценка меньше, чем 
требуемая точность: , следовательно, вычисления закончены. 
Осталось округлить последний (наиболее точный) результат  до 
двух знаков после запятой и дать ответ. 
2) Другой, более эффективный способ основан на применении так 
называемого правила Рунге, согласно которому мы ошибаемся в оценке 
определённого интеграла на самом деле не более чем на . В нашей 
задаче: , таким образом, надобность в 
вычислении  отпадает. Однако за скорость решения в данном случае 
пришлось расплатиться точностью: . Тем не менее, 
такой результат приемлем, поскольку наш «лимит на ошибку» как раз и 
составляет одну сотую. 
Что выбрать? Ориентируйтесь на вашу методичку или предпочтения 
преподавателя. 
Ответ:  с точностью до 0,01 (  при использовании 
правила Рунге). 
Пример 3 
Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле трапеций с 
точностью до 0,001. 
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Перед вами опять неберущийся интеграл (почти интегральный косинус). В 
образце решения на первом шаге проведено разбиение на 4 отрезка, то есть 
. Полное решение и примерный образец чистового оформления в конце 
урока. 
Как вычислить определенный интеграл по формуле Симпсона? 
Если вы искали на данной страничке только метод Симпсона, то 
настоятельно рекомендую сначала прочитать начало урока и просмотреть хотя 
бы первый пример. По той причине, что многие идеи и технические приемы 
будут схожими с методом трапеций. 
И снова, начнём с общей формулы. 
Рассмотрим определенный интеграл , где  - функция, 
непрерывная на отрезке .  Проведём разбиение отрезка  на чётное 
количество равных отрезков. Чётное количество отрезков обозначают через . 






Число  понимается как единое число. То есть, нельзя сокращать, 
например,  на два, получая . Запись  лишь обозначает, что 
количество отрезков чётно. 
Итак, наше разбиение имеет следующий вид: 
 
Термины аналогичны терминам метода трапеций: 
Точки  называют узлами. 
Формула Симпсона для приближенного вычисления определенного 
интеграла имеет следующий вид: 
, где: 
 - длина каждого из маленьких отрезков или шаг; 
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 - значения подынтегральной функции в точках 
. 
Детализируя это нагромождение, разберу формулу подробнее: 
 - сумма первого и последнего значения подынтегральной 
функции; 
 - сумма членов с чётными индексами 
умножается на 2; 
 - сумма членов с нечётными индексами 
умножается на 4. 
Пример 4 
Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле Симпсона с 
точностью до 0,001. Разбиение начать с двух отрезков  
 
Решение: Если у нас два отрезка разбиения , то узлов будет на один 
больше: . И формула Симпсона принимает весьма компактный вид: 
 
Вычислим шаг разбиения:  
Заполним расчетную таблицу: 
 
Еще раз комментирую, как заполняется таблица: 
В верхнюю строку записываем «счётчик» индексов 
Во второй строке сначала пишем нижний предел интегрирования 
, а затем последовательно приплюсовываем шаг . 
В третью строку заносим значения подынтегральной функции. Например, 
если , то . Сколько оставлять знаков 
после запятой? Действительно, в условии опять об этом ничего не сказано. 
Принцип тот же, что и в методе трапеций, смотрим на требуемую точность: 
0,001. И прибавляем дополнительно 2-3 разряда. То есть, округлять нужно до 5-
6 знаков после запятой. 
В результате: 
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Первичный результат получен. Теперь удваиваем количество отрезков до 
четырёх: . Формула Симпсона для данного разбиения принимает 
следующий вид: 
 
Вычислим шаг разбиения:  




Найдём абсолютное значение разности между приближениями: 
 
Правило Рунге для метода Симпсона очень вкусное. Если при 
использовании метода средних прямоугольников и метода трапеций нам даётся 
«поблажка» в одну треть, то сейчас - аж в одну пятнадцатую: 
, и точность здесь уже не страдает: 
 
Но для полноты картины я приведу и «простецкое» решение, где придётся 
сделать дополнительный шаг: так как  больше требуемой точности: 
, то необходимо еще раз удвоить количество отрезков: . 
Формула Симпсона растёт, как на дрожжах: 
 
Вычислим шаг:  
И снова заполним расчетную таблицу: 
 




Заметьте, что здесь вычисления желательно уже расписать более подробно, 
поскольку формула Симпсона достаточно громоздка, и если сразу бУхнуть: 
, то выглядеть сиё 
бухло будет как халтура. А при более детальной записи у преподавателя 
сложится благостное впечатление, что вы добросовестно стирали клавиши 
микрокалькулятора в течение доброго часа. Детальные вычисления для 
«тяжелых» случаев присутствуют в моём калькуляторе. 
Оцениваем погрешность: 
 
Погрешность меньше требуемой точности: . Осталось взять 
наиболее точное приближение , округлить его до трёх знаков после 
запятой и записать: 
Ответ:  с точностью до 0,001 
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